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3. 偏光の数学表示 

3.1 光波を数式で表す 

媒質中を伝わる光波を数式で表す方法は電磁気学の書物にいろいろと説明されているの

で、ここでは偏光を記述するのに必要な範囲でまとめておきます。光は電磁波であり、電場、

磁場が振動しながら伝わる波です。光が物質に作用するのは主に光の電場であるから、ここ

では光の電場成分だけを扱うことにする。すなわち、光の電場の波動性を取り扱う。磁場の

表示についても場の方向が電場と直角であることを除けば全く同じように記述される。 

単色の光波は波の進行方向(ここではｚ方向とする)に垂直な電場の変位によって伝搬し、

変位の大きさは時刻ｔと進行方向の位置ｚに対して余弦関数(あるいは正弦関数)的に変わ

る。その様子を図 3.1 に示す。この様な電場がそのままの形でｚ方向に平行移動していくの

が単色の波で、同じ位置の所(ｚが一定)では電場は xy 平面内のどの位置でも同じ値をとる

ので、この様な波を平面波という。電場ベクトルE の大きさは 

)cos(),( δω +−= zktatzE  ·························································  (3.1) 

と表せる(三角関数については付録Ａ参照)。ここで、a , ω , k , δ は全て定数で、aは振幅、

余弦関数の引数 )( δω +− zkt は位相である。kは波数と呼ばれ、波長λ と次の関係がある。 

λ
π2=k  ···················································································· (3.2) 

ωは角周波数で、周波数 f 、波の周期T とは次の関係がある。 
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T
f

ππω 2
2 ==  ········································································· (3.3) 

δ は基準の時間、空間の点( )0,0 == zt での位相を表し、初期位相と呼ばれる。なお、光

の強度は振幅の自乗に比例する。実際の光、例えば、黄色の光の波長は約 500nm、すなわ

ち、500x10-9m である。光は真空中で１秒間に約 3X108m 進むので、黄色の光の振動数は

約 6x1014Hz である。 

(3.1)式に戻ろう。この式は時刻 t、位置 z と共に電場が振動しながら伝搬する様子を数学

的に表したものである。ある時刻 t のとき、ある位置 z で波が最大値aをとったとする。僅

かな時刻 t∆ が経過したとき、最大値の位置が z∆ だけ移動したとすると、最大値を取る位

相は同じだから 

δωδω +∆+−∆+=+− )()( zzkttzkt  

となり、 0=∆−∆ zktω の関係が成り立つ。すなわち、 

t
k

z ∆ω∆ =  

となる。時間が経過するとき t∆ は正であるから、 z∆ も正である。従って、波は時間の経過

と共に正の方向に動き、最大値の位置の移動する速さは 

f
kt

z
v λω

∆
∆ ===  ····································································· (3.4) 

となる。波は形を保ったまま移動するから、(3.4)式が波の移動速度(これを位相速度とい

う)である。 

以上の議論から明らかなように、 

)cos(),( δω +−= tzkatzE  ························································· (3.5) 

と表される波も正の方向へ同じ速度で進む進行波を表していることが分かる。波の表現と

して(3.1)式、あるいは(3.5)式のどちらを使っても良い＃)。ここでは tω の係数を正の符号に

図 3.1 電場ベクトルの伝搬 

x

z

y 

z 
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とる(3.1)式を用いることにする。 

同様にして、例えば、 

)cos(),( δω ++= zktatzE  ························································· (3.6) 

で表される波は、時間の経過と共に z の負の方向に進む波であることが分かる。 

＃)あとで示すように、(3.1)と(3.5)式の表現の違いは円偏光などの表示に決定的な違いを生じ

ることになる。(付録 G 参照) 

 

3.2 偏光状態 

ある瞬間における単色光の電場を図示したのが図 3.２である。光線の中心線を基点とし

て各々の位置での電場ベクトルを描き、そのベクトルの先端をつなぎ合わせてできた曲線

が描いてある。電場がある特定の方向でのみ振動する光を直線偏光(図 3.2a)、電場ベクトル

が螺旋になって伝搬する円偏光(図 3.2b,c)、図には示されていないが、電場ベクトルの先端

の軌跡を xy 平面上に投影したとき楕円になる楕円偏光がある。 

光は横波であるので、進行方向に垂直な方向で電場は振動する。その電場ベクトルは xy

平面内にあるので、振動を互いに独立な x 成分とｙ成分に分解できる。その電場成分を xE 、

yE とすると、振幅
xa 、 ya は正にとることにして、 

)cos( xxx kztaE δω +−=  ··························································· (3.7a) 

(a)直線偏光 
ｙ 

Ｘ 

ｚ 

(b)左回り円偏光 

x

z

y

光の進行方向

(c)右回り円偏光 

x

z

y

光の進行方向

図 3.2  z 方向に伝搬する偏光波。偏光の回転の向きは光源に向かった観測

者から見た方向をとる。 
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)cos()cos( xyxyyyy kztakztaE δδδωδω −++−=+−=  ·············· (3.7b) 

 

となる。横波なので z 方向の電場 zE は 0 である。なお、z 軸の原点、あるいは時間の原点

を適当にとればいつでも 0=xδ にすることができる。ここでは電場の xE の初期位相を基

準にとることにし、位相差 δδδ =− xy とおくと、一般に z 方向に進む電磁波は 

)cos( kztaE xx −= ω  ································································· (3.8a) 

)cos( δω +−= kztaE yy  ···························································· (3.8b) 

とかける。電場をベクトル表示するには、ベクトルを太字で書き、x 方向、y 方向の単位ベ

クトルをそれぞれ
xe , ye と書くと、 

yyxx EEtz eeE +=),(  ································································ (3.9) 

となる。 

 

3.2.1 直線偏光 

  x 成分と y 成分が同じ位相であるとき、すなわち、 0=δ であるとき、 

χtan==
x

y

x

y

a

a

E

E
 ······································································· (3.10) 

となり、角 χ は場所にも時間にもよらない一定値になる。この式の意味は電場を xy 面に

投影したとき、電場が x 軸から角χ (方位角という)傾いた直線上を振動することを表して

いる。このような光波を直線偏光した光波、あるいは単に直線偏光という。 

πδ = のときは同じく直線偏光になるが、 

)cos()cos( kztakztaE yyy −−=+−= ωπω  

となるので、この場合の傾きは πχπ ≤≤2  (或いは 02 ≤≤− χπ としてもよい)の範囲に

ある。特別な場合として 0=yE のときは電場は x 成分 xE だけになり、x 方向に偏光した直

線偏光になる。同様に 0=xE の場合には、 yE のみとなり、y 方向に偏光した直線偏光にな

る。(3.10)式は x 方向に偏光した直線偏光 xE と y 方向に偏光した直線偏光 yE を合成したと

き、2 つの直線偏光の位相が同位相か、あるいはπだけずれているとき、合成波は直線偏光

になることを示している。 

 一般に同位相、あるいはπだけずれた２つの直線偏光 1E , 2E を合成すると 1E , 2E のベ

クトル和の方向を向いた新しい直線偏光が得られる。位相が等しい多くの光波があるとき

にはそれらを 2 つずつ合成し,それを繰り返していけば最後には１つの直線偏光の光波にま

y 

z 
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とめることができる。また、この合成の逆を考えると、直線偏光はいつでも２つの直線偏光

に分解できることになる。更に、ベクトル E の分解の仕方は無限にあるから、直線偏光に

分解する仕方も無限にある。どのように分解するかは、E を持つ光波の効果を考え、それぞ

れの目的に合うように分解すればよい。 

 

3.2.2 円偏光 

次に、 aaa yx == であり、且つ位相差が 2
π− だけずれている場合を考えてみよう。(3.8)

式は 

)cos( kztaE x −= ω  ·································································· (3.11a) 

)sin()
2

cos( kztakztaE y −=−−= ωπω  ······································ (3.11b) 

となる。電場ベクトル yyxx EE eeE += の先端は図 3.2(c)に描かれているように円になる。

それは次のようにしても確かめることが出来る。(3.11)式から 

222 aEE yx =+  

となり、合成ベクトルが常に半径aの円周上にあることがわかる。さらに、 

τ
ω
ω

tan
)cos(

)sin( =
−
−=

kzt

kzt

E

E

x

y
 kzt −=∴ ωτ  

t を止めて、ある瞬間に波を見ると方位角τ は、z が増加するにつれて、減少する。逆に、z

の位置に止まって時間変化を観察すると、方位角が角速度 ω で増加しているが、これは合

成された電場ベクトルが光源方向を向いた観測者から見ると反時計回り(左回り)に回転し

ていることを意味している。この様な光波を左回り円偏光といい、数学的な表記は(3.11)式

で与えられる。 

位相差π/2 の場合には、光を迎える遠方から見ると、合成ベクトルは時計回り(右回り)

に回転する。この偏光を右回り円偏光という(図 3.2(b))。 

 

互いに直交し、振幅が等しく、位相が± π/2 だけずれている 2 つの直線偏光((3.11)式)を

合成すると円偏光が得られることがわかった。これは、逆に 1 つの円偏光は互いに直交し、

振幅が等しく、位相が π/2 だけずれている 2 つの直線偏光に分解することができることを

示している。さらに、直線偏光を左回りと右回りの 2 つの円偏光に分解することもできる
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(図 3.3)。以下にこれを数式で示す。 

偏光が x 方向であるとしても一般性を失わないから、x 方向

に偏光した直線偏光を考える。その直線偏光は 

0

)cos(

=
−=

y

x

E

kztaE ω
 ········································ (3.12) 

と表せる。これは、 

)
2

cos(
2

1
)

2
cos(

2

1
0

πωπω −−++−= kztakzta  ··· (3.13) 

に注意すると、(3.12)式で表される直線偏光は次のように分解

できることがわかる。 



















−−

−
+


















+−

−
=







 −
=










)
2

cos(
2

1

)cos(
2

1

)
2

cos(
2

1

)cos(
2

1

0

)cos(

πω

ω

πω

ωω

kzta

kzta

kzta

kzta
kzta

E

E

y

x
 · (3.14) 

これは x 方向に偏光した、振幅aの光波は振幅 2
a の左回りの円偏光と同じ振幅の右回りの

円偏光の和であることを示している(図 3.3)。なお、 yE の分解に用いた (3.13)式の分解では

振幅をaに取る必要はなく、振幅は任意でよい。その場合には直線偏光は次に述べる左右回

りの楕円偏光分解となる。 

 

3.2.3 楕円偏光 

(3.8)式で位相差δ 、振幅
xa 、 ya が特別な値をとらないときには合成された光波は楕円

偏光になる(図 3.4)。(3.8)式で( kzt −ω )を消去すると 

δδ 2

22

sincos2 =





















−














+









y

y

x

x

y

y

x

x

a

E

a

E

a

E

a

E
 ································ (3.15) 

となるので、合成された電気ベクトルE の先端は楕円上を回転することになる。楕円の長

径軸とｘ軸とのなす角、すなわち、楕円の方位角α(図 3.4)は位相差δ ，振幅の比で決まり、

次式で与えられる。 

22

cos2
2tan

yx

yx

aa

aa

−
=

δ
α  ································································· (3.16) 

図 3.3 直線偏光の円偏光分解 
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これを以下に示す。それには座標系を

( )yx EE , 系からα回転して ( )'' , yx EE 系

に移すことによって、(3.15)式が 

1
2

2
'

2

2
' =+

b

E

a

E yx  ····················· (3.17) 

の楕円の基本形になることを示せばよ

い 。 以 下 で は 表 示 を 簡 単 化 し て

',';, '' yExEyExE yxyx ====  

と書くと、電気ベクトル E は XY 座標系

では ),( yx 、X’Y’座標系では )','( yx と表

される。図 3.5 から 'x の X 方向成分は

αcos'x 、 'y の X 方向成分は αsin'y−
で、それらの和がE の X 方向成分であるから、 

αα sin'cos' yxx −=  ································································· (3.18) 

同様に y 成分については 

αα cos'sin' yxy +=  ································································· (3.19) 

(3.18),(3.19)式をまとめて、行列で表せば(行列については付録Ｄ行列と行列式参照)、 
















 −
=









'

'

cossin

sincos

y

x

y

x

αα
αα

 ····· (3.20) 

逆に ),( yx から )','( yx への変換は 


















−
=









y

x

y

x

αα
αα

cossin

sincos

'

'
 ····· (3.21) 

である。 

(3.17)式の表式を得るためには、(3.18)、

(3.19)式を(3.15)式に代入して '' yx の係数が 0 になるようにαを選べばよい。 '' yx の係数は

2
xE の項からは 

22
2 2sincossin2

;
xx

x aa
E

ααα −=−  

同様にして、 yxy EEE ,2
の項からの寄与は 

( )
yxyx

yx

yy
y

aaaa
EE

aa
E

αδααδ

ααα

2coscos2
sincos

cos2
;

2sincossin2
;

22

22
2

−=−−

=

 

図 3.4 xy 面に投影した電場ベクトルの軌

跡(楕円偏光)、α:方位角 

E

xE

yE

xa

ya

α

ｘ

Y’(Ey’)

E=(x,y)=(x',y')

X(Ex)
α

ｙ

ｙ’

ｘ’

X’(Ex’)

Y(Ey)

図3.5  座標変換図 3.5 座標変換 
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これらをまとめて、0 とおくと 

2222

cos2
2tan0

2coscos2
2sin

11

yx

yx

yxyx aa

aa

aaaa −
=∴=−














+−

δ
ααδα  ···· (3.22) 

すなわち、(3.16)式が得られた。 

xa 、 ya の比を、(3.10)式で導入した補助的な角 )20( πχχ ≤≤ 、 

χtan=
x

y

a

a
 

で表すと、 

δχ
χ

δχδ
α cos2tan

tan1

costan2cos2
2tan

222
=

−
=

−
=

yx

yx

aa

aa
 但し χtan=

x

y

a

a
 ···· (3.23) 

が得られる。 

楕円の半長径、半短径 a 、b は(3.17)式より 2'x , 2'y の係数を求めればよい。そのために

は(3.17)式のように表示されたとき、 

)sin(

)cos(

0'

0'

δω
δω

+−±=
+−=

kztbE

kztaE

y

x
 ··························································· (3.24) 

とかけることに注意する。なお、± の符号は電気ベクトルが楕円上を左回り(＋符号)と右回

り(－符号)に動くことに対応している。 a , b を求めるためには(3.21)式の変換を利用する。

式を簡単に書くために、 

τω =− kzt  ··············································································· (3.25) 

とおき、(3.21)式の変換式 αα sincos' yxx EEE += などに(3.24)式、(3.8)式を代入する。 

αδτδτατδτδτ
αδτδτατδτδτ
cos)sinsincos(cossincos)sincoscos(sin

sin)sinsincos(coscoscos)sinsincos(cos

00'

00'

−+−=+±=

−+=−=

yxy

yxx

aabE

aaaE
 

τ は任意に変われる変数なので、両辺の τcos , τsin の係数は等しくなければならない。こ

れより、 

αδαδ sincoscoscos 0 yx aaa +=  ·············································  (3.26a) 

αδδ sinsinsin 0 yaa =  ····························································  (3.26b) 

αδδ cossincos 0 yab −=±  ·······················································  (3.27a) 

αδαδ coscossinsin 0 yx aab +−=±  ·········································  (3.27b) 

(3.26a)式と(3.26b)式をそれぞれ自乗して加えると 2a が得られる。 
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( )
αδααα

αδαδα
2222

22222

sincoscossin2cos

sinsinsincoscos

yyxx

yyx

aaaa

aaaa

++=

++=
 ························ (3.28) 

同様に(3.27a)式と(3.27b)式を自乗して加えると 2b が得られる。 

αδααα 22222 coscoscossin2sin yyxx aaaab +−=  ························ (3.29) 

このようにして、(3.8)式で与えられる光波は(3.17)式で表される楕円であり、その半短径と

半長径は、(3.8)式の x, y 方向の振幅 xa , ya 、及び位相差δ と(3.16)式で与えられる α から

求められる。 

(3.28)式と(3.29)式の各辺を加えると、 

2222
yx aaba +=+  ······································································ (3.30) 

が得られる。これは、光のエネルギーが
2E に比例することと、x 方向、y 方向の電場がそれ

ぞれ独立で、エネルギーはそれぞれの和になることを検証したことになっている。 

(3.26a)と(3.27a), (3.26b)と(3.27b)をかけて加えると、 

δsinyx aaab =m  ······································································· (3.31) 

これと(3.30)式から 

δχ
δ

sin2sin
sin22

2222
⋅=

+
=

+ yx

yx

aa

aa

ba

ab
m  ········································ (3.32) 

が得られる。第2式から第3式へ移るには(3.10)

式を使った。(3.10)式の xy aa と同じように

ab に対しても補助的な角 β を導入する(図

3.6)。 β を楕円率角という。 

βtan=
a

b
m  ···················· (3.33) 

4
0

πβ ≤≤  右回り楕円偏光(＋) 

0
4

≤≤− βπ
 左回り楕円偏光(－) 

ここで角 β を、 ± をつけて定義したのは、左

右回りの偏光の区別が β のとりうる範囲によって表せることによる。即ち、 β を＋に取る

ことは(3.24)式で b±  の－に対応し、右回り偏光を意味し、逆に β を－にとることによっ

て b±  の＋に対応し、左回りの偏光をあらわすことが出来る。 

(3.33)式を(3.32)式に代入すると、 

図 3.6 楕円偏光のパラメータ 
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δχ
δ

β sin2sin
sin2

2sin
22

⋅=
+

=
yx

yx

aa

aa
 ············································· (3.34) 

の関係式が得られる。 

以上で得た結果をまとめると、楕円の半長径a , 半短径b および長軸が x 軸となす角を α

とすると、 

δχβ
δχα

sin2sin2sin

cos2tan2tan

2222

⋅=
⋅=

+=+ yx aaba

 但し、 βχ tan,tan =±=
a

b

a

a

x

y
 ··············· (3.35) 

これより、 yx EE , が与えられたとき((3.8)式)、電気ベクトルの先端がどのような楕円を描

くかが分かる。逆に半長径、半短径の長さ ba, と長軸の向きαが与えられると振幅 yx aa ,

と位相差δ を決めることができる。 

あとで必要になる次式 

αβχ 2cos2cos2cos
22

22

==
+
−

yx

yx

aa

aa
 ··············································· (3.36) 

αβδχ
δ

2sin2coscos2sin
cos2

22
=⋅=

+ yx

yx

aa

aa
 ·································· (3.37) 

も得られる。(3.36)式の第 2 式から第 3 式へは(3.35)式でδ を消去することによって、また、

(3.37)式は(3.35)式の第 2 式に(3.36)式の χ2cos を代入することによって得られる。 

直線偏光は楕円偏光の短径の大きさが 0 に近づいた極限の場合として、また、円偏光は

楕円の短径と長径が等しくなった場合で、いずれも楕円偏光の一部と見なすことができる。 

結果をまとめると、(3.8)式で表される光波は一般には楕円偏光になり、(3.16)式で与えら

れる方位角をとる。 

(1) 0<<− δπ 、左回りの楕円偏光 

(2) 0=δ 、直線偏光 

(3) πδ <<0 、右回りの楕円偏光 

(4) πδ = 、直線偏光 

yx aa = の場合に、位相差δ によって偏光状態が変化する様子を図 3.7 に示してある。 

これまでは、位相差、振幅比が x 成分、ｙ成分の間で確定している場合について述べてき

た。この様な光波を完全に偏っている光波〔完全偏光〕という。直線偏光、円偏光、楕円偏

光は全て完全偏光である。これに対して、太陽光や白熱電球からの光は位相も振幅も時間的
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に全く乱雑に変化しているので、全ての偏光状態が同じ確率で現れ、偏光特性を示さない。

自然光は無偏光である。窓ガラスでの反射光や、青空などの散乱光には偏りを持った成分が

含まれている。この様な光は部分偏光しているという。以上述べてきたことにより、完全偏

光である楕円偏光(極限として円偏光、直線偏光も含む)は長軸がｘ軸となす方位角α、半長

径 a、半短径ｂと楕円上を電気ベクトルの先端が回転する方向(左右回り)で完全に決まる。 

偏光の形状を見るためには、光強度を統一して比べればよいから、光の時間平均強度に相

当する )( 22 ba + を 1 にとることにする。短径と長径の比を、(3.33)式に示したように、

)44(,tan πβπβ ≤≤−= a
b とおき、β が正のとき右回り楕円偏光、負のとき左回り楕

円偏光と決めれば、偏光状態は角 βα , で決まる(図 3.6 参照)。この偏光状態を球上の点によ

って表す方法がアンリ･ポアンカレ(1892 年ころ)によって考え出された。これをポアンカレ

球といい、2 β が緯度を表し、β が正のときは北緯で、負のときは南緯を意味する(図 3.8)。

これによって北半球にある点は右回り偏光、南半球にある点は左回り偏光になる。赤道は β
が 0 なので、これは短径ｂ=0 で長軸だけの直線偏光を表す。又北極点は β ＝45°なので

a=b となり、右回り円偏光を表す点になる。南極点は左回り円偏光である。 

αはｘ軸に対する長軸の傾きを表す量である(図 3.6)。ポアンカレ球では、2αは経度を表

す量である。赤道上で、かつ経度 0 の点は水平な直線偏光であり、αが増えるにつれて水平

状態から上を向いた直線偏光になり、2α=180°、すなわち、α=90°では垂直直線偏光に

なる。西経度に相当する 0<α では図に示したように水平に対して右下がりの直線偏光にな

る。このように、偏光の形は球上の 1 つの点で表すことが出来、球上の１つ１つの点は異な

図 3.7 δ による偏光状態の変化。ただし、  

πδ = πδ
4
1=

πδ
4
3−=0=δ πδ

4
1−= πδ

2
1−=

πδ
2
1=πδ

4
3=
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った偏光の形を表していることがわかる。 

互いに垂直な直線偏光は球の中心を

はさんだ直径の両端の点であることも

明らかであろう。即ち、方位角αの直線

偏光に垂直な偏光は方位角が
2

πα + で

あるから、赤道上の点は απ 2+ となり、

2 つの点はπだけずれており、中心点を

挟んで反対側にある。赤道上の点ばかり

でなく、球の中心を通る任意の直径の両

端で表せる楕円偏光も互いに直交して

いる。 

これまで偏光状態の数学的な表示に

ついて述べてきた。偏光状態の基本表示

は(3.7)式、あるいは(3.8)式である。では、実際にある光の偏光状態を知るにはどうすればよ

いだろうか。偏光状態を実測によって知ることは重要である。たとえば、ある定まった偏光

を持った光を物質の表面に当て、反射光の偏光状態の変化から物質の物性に対する知見を

得ることができる。このような装置は分光エリプソメトリーとして知られている。この装置

では偏光状態を特定することが基本操作である。偏光状態を実測で求める方法はいろいろ

考えられるが、ストークスによって提案された方法とその偏光状態の表示はストークス･ベ

クトルとして知られている。以下にこれを説明する。 

 

3.3 偏光の測定と表示 

3.3.1 偏光とストークス･パラメータ 

知りたいことは、測定によって(3.8)式を得ることで、それには xa , ya , δ の 3 個のパラ

メータが求められればよい。測定には光強度測定器、直線偏光子、右回り円偏光のみを透過

する偏光子を用いて行う。後者の 2 つの偏光子は偏りの無い入射光に対して透過率が 50 パ

ーセントあるものとする。偏光子の表面や、裏面で反射があり、さらに光吸収もわずかにあ

るだろうから、このような理想的な偏光子は無い。実際の測定でこの不具合を除くには、た

とえば、２つの直線偏光子を偏光方向が平行になるように並べて光を通し、第 1 の偏光子

のすぐ後の光強度( 1I )と、2 番目の偏光子の後の光強度( 2I )を測定し、
2

1
I

I
を補正項として、

実際の測定値に掛けてやればよい。 

空中を伝播する電場Ｅの電磁波が持つ単位体積当たりのエネルギーは 2
0 Eε である。ここ

で、 0ε は真空の誘電率である。このエネルギーが光速ｃで運ばれるから、光検出器は単位

時間、単位面積当たり 2
0 Ecε のエネルギーを観測することになる。光強度は電場の自乗に

Z 

Y 
X 

2

β 
2α 

図 3.8 偏光のポアンカレ球表示 
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比例するのである。 0εc は常数であるから、以下で光強度を
2EI = で表すことにする。Ｉは

電場の自乗である。なお、測定にかかる時間に対して光の周期 )s10( 15− は十分短いので、測

定値は何時でも時間平均を取ったものになっていることに注意する。 

 

測定 1 光の進行方向に対して光検出器を垂直に置き、光強度を測定する。これによって 

2

22

0
yx aa

I
+

=  ············································································ (3.38) 

が得られる。なぜなら、測定値は強度の時間平均であるから、光の周期に比べて十分長い

時間Ｔにたいして、 kzt −= ωτ とおくと、 

2
))(coscos(

1
)(

1
22

0

22222

0

2
0

yxT

yxy

T

x

aa
dtaa

T
dtEE

T
I

+
=++=+= ∫∫ δττ  

となる。ここで以下の式を使った。 

2

1

2

)(2cos11
)(cos

1
00

2 =−+=− ∫∫ dt
kzt

T
dtkzt

T

TT ωω  

 

測定 2 直線偏光子を使って、水平偏光成分の光強度のみを測定する。これによって 

2

2
x

x

a
I =  ··················································································· (3.39) 

が得られる。 

 

測定 3 直線偏光子を使って、水平に対して 45°の直線偏光成分を測定する。 

(3.8)式から 45°方向の電場成分は
oo 45sin45cos yx EE + であるから、時間平均を―で表

すと 

( )

δ

δττ

cos
2

1

44

)cos(cos
2

1

2

1

2

1

22

2
2

45

yx
yx

yxyx

aa
aa

aaEEI

++=

++=






 +=
 ················· (3.40) 

 

測定 4 右回り円偏光のみを透過する偏光子を置き、その透過光強度を測定する。 

(3.8) 式で x 方向の電場を左右回りの円偏光に分解すると、 
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右辺の第 1 項は左回り円偏光、第 2 項は右回り円偏光である。 yE についても同様に左

右回り円偏光に分解すると、結局右回り偏光は 
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となるから、 

{ } { }[ ]
δ

δττδττ

sin
2

1

44

)cos(sin)sin(cos
2

1

22

222

yx
yx

yxyxR

aa
aa

aaaaI

++=

++−+++






=
 ·· (3.41) 

 

ストークス･パラメータ 0S ∼ 3S はこれらの測定値を用いて次のように定義される。 

１) 0S は 02I 、すなわち、測定 1 で得られた値の 2 倍で定義される。 

22
00 2 yx aaIS +==  ···································································· (3.42) 

２) 1S は水平偏光成分の強度(測定 2 で得られた値 xI )を 4 倍したものから 0S を引いた値で

ある。 

22
01 4 yxx aaSIS −=−=  ······························································ (3.43) 

３) 2S は 045 偏光成分の強度(測定 3 で得られた値 45I )を 4 倍したものから 0S を引いた値で

ある。 

δcos24 0452 yx aaSIS =−=  ······················································· (3.44) 

４) 3S は右回り円偏光の強度(測定４で得られた値 RI )を 4 倍したものから 0S を引いた値で

ある。 

δsin24 03 yxR aaSIS =−=  ························································ (3.45) 

これらの結果をまとめて、ベクトルとして書くと、 
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1
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yx
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yx

aa
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aa

aa

S

S

S

S

S  ··························································· (3.46) 

このように表わすとストークス･パラメータは4次元のベクトルを形成しているので、(3.46)

式で表わされるSをストークス･ベクトルという。 

基準化されたパラメータ；ストークス･パラメータは光強度を含めたものであるが、光強度

の絶対値は必要でなく、パラメータの相対値だけで十分な場合がある。そのようなときには

全パラメータを
22

0 yx aaS += で割った値を用いればよい。このとき、このパラメータを基準

化したパラメータという。 

0S , 1S から xa , ya が求まり、 2S , 3S から位相差δ が得られる。このように完全偏光し

た光については、偏光状態は測定１～４の 4 個の測定によって完全に決まる。 1S が負にな

るときは、垂直偏光成分が勝っていることは )(20 yx IIS += より、 yx IIS 221 −= とも書け

ることから、明らかであろう。同じことは 32 , SS についても言える。 )(2 45450 −+= IIS とも

かけるから、 )(2 45452 −−= LLS となり、 2S の符号は 45°方向偏光の電場のエネルギーとー

45°方向偏光の電場のエネルギーの差で決まる。同様に 3S の符号は左回りと右回り円偏光の

エネルギー差で決まる。 

完全偏光した光では、 
2
3

2
2

2
1

2
0 SSSS ++=  ····································································· (3.47) 

が成り立っている。 

ストークス・パラメータは測定１～４によって決まるものであるから、(3.7)式、あるいは

(3.8)式のような完全偏光した光ばかりでなく、全く偏りのない光や部分偏光した光につい

ても定まる量である。全く偏りのない光の場合、 

0, 321
22

0 ===+= SSSaaS yx  ················································· (3.48) 

となる。部分偏光は偏りのない光と偏光した光が混在しているから、 
2
3

2
2

2
1

2
0 SSSS ++>  ····································································· (3.49) 

となる。 

光の偏光の度合いを示す偏光度 p は、 

( )
0

2

1
2
3

2
2

2
1

S

SSS
p

++
=  ································································· (3.50) 
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で与えられる。完全偏光では(3.45)式からも明らかなように p は１になり、部分偏光では p

は 1 より小さい。非偏光では 0=p である。完全偏光した光が、表面が粗い物体で反射する

と光の一部は散乱されて、偏光が崩れるから、反射光は部分偏光になる。この場合、偏光度

は 1<p に下がる。このようにしてストークス・パラメータは光の偏光状態を完全偏光ばか

りでなく、部分偏光状態も記述できるパラメータになっている。 

重要な偏光状態をストークス･ベクトルで表わすと次のようになる。 

まったく偏りのない光 
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                                     (3.51) 

直線偏光 

 光波の一般式(3.8)式で、直線偏光は 0=δ (または π)であり、偏光方向が水平軸から角 χ

傾いているとき(3.10)式より χtanxy aa = ( πδ = のとき、χ は負)となるので、これを(3.46)

式に代入すると 
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LS                         (3.52) 

χLS の添え字 L は直線偏光(Linear polarization)の頭文字を用いた。水平偏光では 0=χ 、

垂直偏光では 090=χ とおけばよいから、 
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水平軸から 045 、あるいは 045− 傾いた偏光では 045±=χ とおいて、 

045 傾いた直線偏光
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円偏光 

 (3.11)式より、 aaa yx == であり、左回り円偏光では
2

πδ −= 、右回り円偏光では
2

πδ =
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であるから、これらの値を(3.46)式に代入して、 

  左回り円偏光



















−

=





















−

=

1

0

0

1

2

0

0

2

0

2

2

S

a

a

LCS 、 右回り円偏光



















=

1

0

0

1

0SRCS      (3.55) 

楕円偏光 

 楕円偏光は(3.46)式そのものとなる。 

 

3.3.2 ポアンカレ球とストークス・パラメータ 

 ストークス・パラメータ(3.41~3.44)式を
22
yx aa + で規格化した量はすでに計算した。それ

らは(3.34)､(3.36)､(3.37)式で、 1S は(3.36)式であり、 32 , SS はそれぞれ(3.37)式、(3.34)式で

表されている。これらの式によって、ストークス・パラメータは楕円の方位角 α と補助角 β

( )βtan=± a
b と直接結びついている。すなわち、 

10 =S                           (3.56)  

αβ 2cos2cos
22

22

1 =
+
−

=
yx

yx

aa

aa
S                             (3.57) 

αβ
δ

2sin2cos
cos2

222 =
+

=
yx

yx

aa

aa
S              (3. 58) 

β
δ

2sin
sin2

223 =
+

=
yx

yx

aa

aa
S     (3.59) 

が得られる。ポアンカレ球の半径を１に

取ったとき、 321 ,, SSS はそれぞれ球上の

点Ｐの zyx ,, 座標になっている(図 3.9)。

このように、ストークス・パラメータはポ

アンカレ球で表される偏光と直接対応し

ていることがわかる。ポアンカレ球で指

定された点より、角 βα , によって楕円の

方位角と楕円率が決まり、また、座標位置

よりストークス・パラメータ 321 ,, SSS も

得られる。 

 

図 3.9 ポアンカレ球上の点とストークス･パ

ラメータ 

ｙ

ｘ

ｚ

Ｓ１＝cos2βcos2α

Ｓ3＝sin2β P

Ｓ2＝cos2βsin2α
2β

2α
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 全く偏りのない光はポアンカレ球では球面上に均一に分布した点で表され、部分偏光は

その状態に応じて種々に表わされる。たとえば、ある点の周りに局在した点の分布などであ

る。このようにストークス・パラメータは完全偏光でない状態も記述できる点で優れている

が、完全偏光のみを扱うのであれば、次に述べるジョーンズ・ベクトルがより簡単で、扱い

やすい。 

 

3.3.3 偏光とジョーンズ・ベクトル 

 平面波の偏光を簡明に表わすジョーンズ･ベクトルは R.C.Jones によって考案された。ジ

ョーンズ･ベクトルは複素数で表示されるので、これまで扱ってきた波動関数を複素数であ

らわす必要がある。角振動数ωでｚ方向に進む電場は(3.7)式、あるいは(3.8)式で表わされ

る。電場の x 成分 )cos( xxx kztaE δω +−= ((3.7)式)を例にとり、複素数表示について説明

する(複素数表示の詳細については付録Ｂ参照)。 

    )()( ReRe)cos( kzti
x

kzti
xxxx eAeakztaE x −+− ==+−= ωδωδω  

    ただし、 xi
xx eaA δ=                  (3.56) 

ここで Re は後に続く式の実数を取ることを意味する。虚数を取るときは式の前に Iｍを書

くことになっている。 

そこで xE を 

    )( kzti
xx eAE −= ω                    (3.57) 

とし、実際の電場はいつでも(3.57)式の実数部をとると約束するのである。たとえば、 
)( kzti

x ieE −= ω の場合には、 

    [ ] )sin()sin()cos(ReRe )( kztkztikztiieE tkzi
x −−=−+−== − ωωωω  

となり、複素数表示の )( kztiie −ω は )sin( tkz ω−− を意味している。このようにいつでも実数部

をとると約束するとｚ方向に進む平面波の一般式(3.7)式は 

    )( kztie −= ωAE   ただし、
yx

i
yy

i
xx eaAeaA δδ == ,    (3.58) 

これらの定義を使えば、(3.8)式の複素数表示では
δi

yyxx eaAaA == , である。 

 ジョーンズ･ベクトルJは yyxx AA ee + で、2 行の列ベクトルで書かれる。 

    









=

y

x

A

A
J                      (3.59) 

すなわち、時間と位置に依存する共通項 )( kztie −ω の係数だけで電場を記述するのである。
)( kztie −ω は共通項であるから、ベクトル J は電場についての全ての情報、すなわち、振幅と

位相についての情報を持っているから、電場を完全に記述していることになる。 
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 光の強度は
22

yx AA + で表わされるが、光の反射、吸収など、多くの測定では光強度の

相対的な変化だけが測定され、強度の絶対値は必ずしも必要としない場合が多い。このこと

を考慮して、通常は強度を 1 に規格化したベクトルを用いる。この規格化によって光の強

度に関する情報は失われるが、偏光については完全に記述できる。規格化によってジョーン

ズ･ベクトルは 

   










+
=





















+

+
=























+

+
= δ

δ

δ

δ

i
y

x

yx

i

i

yx

y

i

yx

x

yx

y

yx

x

ea

a

aa

e

e
aa

a

e
aa

a

AA

A

AA

A

x

y

x

22

22

22

22

22

J   (3.60) 

実際の波動関数はこのベクトルに )( kztie −ω をかけて得られる。それは(3.7)式で表わされた波

動関数に対応している。ジョーンズ･ベクトルは、絶対値が１でｘ、ｙ共通の xie δ
を抜かした 

   










+
= δi

y

x

yx
ea

a

aa 22

1
J                     (3.61) 

と書かれることが多い。(3.61)式に )( kztie −ω をかけて得られる波動関数は(3.8)式に対応するも

のである。物理的には(3.7)式と(3.8)式は同じものであるから、(3.59)式で定義されるジョー

ンズベクトルと(3.61)式で定義されるものとは同じものである。ｘ、ｙ成分に共通な任意の

位相を加えてよいから、 

   














+
=

−

y

i
x

yx
a

ea

aa

δ

22

1
J                    (3.62) 

も(3.61)式と同じもので、同一の偏光状態を表わしている。 

 水平軸(ｘ軸)方向を向いた直線偏光 )( −LJ 、垂直軸(ｙ軸)方向を向いた直線偏光のジョー

ンズ・ベクトル )( ⊥LJ は 

   







=








= ⊥− 1

0
,

0

1
LL JJ                    (3.63) 

となる。同様に水平軸から 45°傾いた直線偏光、－45°傾いた直線偏光のジョーンズ・ベ

クトルはそれぞれ、 

   








−
=








= − 1

1

2

1
1

1

2

1
4545 LL JJ               (3.64) 

とかける。水平軸から角 χ 傾いた直線偏光のジョーンズ・ベクトルは次のように書ける。 
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=

χ
χ

χ sin

cos
LJ                         (3.65) 

左回り円偏光は 2, πδ −== yx aa であったから、 

   








−
=













= −

ie
iLC

1

2

11

2

1
2

πJ                  (3.66) 

右回り円偏光は 2, πδ == yx aa であるから、 

   







=

iRC

1

2

1
J                         (3.67) 

 

まとめると、(3.8)式に対応するジョーンズ･ベクトルは次のようになる。 

   
x

y

i a

a

e
=









⋅
= χ

χ
χ

δ tan,
sin

cos
J                 (3.68) 

 2 つの偏光 21, EE が互いに直交しているとは、これらのベクトルのスカラー積の時間平

均が 0になることである。実数表示で書くと、 

   0212121 =+=⋅ yyxx EEEEEE  

が成り立つことである。ジョーンズ･ベクトルは複素数表示であるから、その場合は片方の

複素共役を取って掛けてやればよいから(付録 B参照)、ジョーンズ･ベクトル 21, JJ で表さ

れる２つの偏光が互いに直交しているとは、 

    021 =⋅∗ JJ                         (3.69) 

である(ベクトルの掛け算については付録 D参照)。例えば、 45LJ と 45−LJ は(3.64)式から 

    0)11(
2

1
4545 =−=⋅ −

∗
LL JJ  

となり、これらのベクトルは互いに直交している。同様に左回り円偏光と右回り円偏光は、

(3.66)式と(3.67)式から 

    0))(11(
2

1 =⋅−+⋅=⋅ ∗∗ iiRCLC JJ  

となり、左回り円偏光と右回り円偏光は互いに直交している。 

一般式でこの直交条件を表わすと、 








m

n
に直交する偏光ベクトルは 







−
*

*

n

m
である。それ

ゆえ、(3.68)式で表わされる偏光に直交する偏光は 
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 ⋅− −

χ
χ δ

cos

sin ie
 あるいは 









⋅− δχ
χ

iecos

sin
           (3.70) 

である。 

ジョーンズ・ベクトルは電場の変動部分を共通項として書かないだけであるから、実際の

電場はいつもその項がついていることを忘れてはならない。それ故、2つのジョーンズ・ベ

クトルは、同じ共通項を持っていれば加算することができる。同じ振幅の左右回り円偏光は、 

   







=








+








−
=+

0

1

2

21

2

11

2

1
iiRCLC JJ             (3.71) 

となり、同じ振幅の左右回りの円偏光を加えると x 方向に偏光した直線偏光が得られる

(図 3.3 参照)。また、ｘ、ｙ方向の同じ振幅の直線偏光を加えると 

   







⋅=








+








1

1

2

1
2

1

0

0

1
                                        (3.72) 

となるから 45°傾いた直線偏光が得られる。ただし、(3.60)、(3.61)式で注意したよう

にジョーン・ベクトル表示では x、y成分の共通の位相を無視しているから、(3.71)、(3.72)

式のように 2 つの偏光を加えるときには注意が必要である。ここでは 2 つの偏光は同じ初

期位相と同じ振幅を仮定している。水平方向の直線偏光と垂直方向の直線偏光との和を一

般的な形式で表すと 

   







=










= ⊥− y

x

iyL

i

xL e
a

e
a δ

δ 0
,

0
JJ                                 (3.73) 

2 つの光波を加えると、 

   












=

y

x

i
y

i
x

ea

ea
δ

δ

J                                                   (3.74) 

これは任意の振幅と位相を持つ互いに直交する光波を合わせると楕円偏光になることを

示しており、また、逆に楕円偏光は互いに直交する直線偏光に分解できることも示している。 

 偏光状態の直交性については、すでに(3.69)、(3.70)式で述べたが、ここで、ポアンカレ球

上の点ではどのような関係になっているかを再確認しておこう。(3.68)式で与えられる偏光

は図 3.9 の P 点であり、 ),( δχ と図の角 ),( βα とは(3.35)式で関係付けられている。(3.68)

式で与えられる偏光状態に直交するジョーンズ･ベクトルは(3.70)式で与えられる。(3.70)式

は三角関数の公式(付録Ａ参照)を使って、以下のように書き換えられる。 
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⋅






 −








 −
=









⋅− δ
δ πχ

πχ

χ
χ

i
i

ee
2

sin

2
cos

cos

sin
             (3.75) 

このジョーンズ・ベクトルのｘ,ｙ成分の振幅比は )
2

tan(
πχ − であるから、(3.35)式で →χ

)
2

(
πχ − と置き換えれば、(3.75)式で表される偏光状態のポアンカレ球上の点の角 ( )⊥⊥ βα ,

は(3.35)式から 

    

( )πβδχδπχβ

παδχδπχα

+=−=






 −=

+==






 −=

⊥

⊥

2sinsin2sinsin
2

2sin2sin

)2tan(cos2tancos
2

2tan2tan

   (3.76) 

となる。これにより、互いに直交する偏光はポアンカレ球の中心を通る直径の両端にあるこ

とが分かる。 

 これまで偏光を表す方式としてストークス・

ベクトルとジョーンズ・ベクトルがあることを

説明してきた。これらのベクトルにはそれぞれ

に利点があり、両ベクトルとも用いられている。

これまでの結果をまとめると以下のようになる

(図 3.10 参照)。 

電場の波動関数とパラメータ間の関係 

)cos(

)cos(

δω
ω

+−=
−=

kztaE

kztaE

yy

xx
             

χtan=
x

y

a

a
 βtan=

a

b
 

δχα cos2tan2tan =  

δχβ sin2sin2sin =  

βχ , はｘ,ｙ方向の振幅比、楕円の長径と短径の比を角度で表したもの、α は水平軸(ｘ軸)

と長径軸とのなす角である。このようにパラメータを置くと、 

ジョーンズ・ベクトル 









=










+
δδ χ

χ
ii

y

x

yx
eea

a

aa sin

cos1
22

    (3.77) 
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   δ<0  右回り、 δ>0  左回り 

ストークス・ベクトル 
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β
αβ
αβ

δχ
δχ

χ

δ
δ

2sin

2sin2cos

2cos2cos

1

sin2sin

cos2sin

2cos

1

sin2

cos2 00

22
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3

2

1

0

SS

aa

aa

aa

aa

S

S

S

S

yx

yx

yx

yx

  (3.78) 

 β<0  右回り β>0  左回り 

 

 

 

 

 

             表 3.１ 偏光状態のベクトル表示 

 

 

  
偏光 

直線偏光 

x(水平)方向 

直線偏光 

Y(垂直)方向 

ジョーンズ・ 

ベクトル 

ストークス・ 

ベクトル 

ｘ 

ｙ 

ｘ 

ｙ 
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ｘ 

ｙ 

左回り円偏光 

右回り円偏光 ｘ 

ｙ 

ｘ 

ｙ 

左回り楕円偏光 

右回り楕円偏光 

ｘ 

ｙ 

直線偏光 

45°方向 

直線偏光 

135°方向 

ｘ 

ｙ 

ｘ 

ｙ 
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付録 A 三角関数 

原点を中心とした半径 r の円を考え、その円周上の点 P（座標 ),( yx と原点 O を結ぶ線

PO とｘ軸とのなす角を Aとする。図を参照にして、 

三角関数の定義 

r

y
A =sin  

r

x
A =cos  

x

y
A =tan   (A1)  

この定義より 

    AryArx sin,cos ==  

三角関数の重要な公式 

三角関数の定義と図から次の関係式が得られる。 

AAAA cos)cos(,sin)sin( =−−=−   (A2) 

A

A
A

cos

sin
tan =                        

(A3) 

 1sincos 22 =+ AA                                       (A4) 

加法定理 

  BABABA sincoscossin)sin( +=+                       (A5) 

BABABA sinsincoscos)cos( −=+                        (A6) 

下記の 4 つの式は上式から得られるので (A5)､(A6)を覚えるだけで十分である。 

(A5), (A6)式で BB −→ とし、(A2)を使えば 

  BABABA sincoscossin)sin( −=−             （A7） 

  BABABA sinsincoscos)cos( +=−             （A8） 

(A5), (A6)式で AB = とおけば、 

  AAA cossin22sin =                    (A9) 

  AAA 22 sincos2cos −=                            (A10) 

(A3)で A→２A とし、（A9）,(A10)を使えば、 

  
A

A
A

2tan1

tan2
2tan

−
=                    (A11) 

 (A10)に（A4）を代入することによって、次式が得られる。 

    
2

2cos1
cos,

2

2cos1
sin 22 A

A
A

A
+=−=          (A12) 

  Acos 、 Asin の級数展開 1<A で 

    LL+−= 2

2

1
1cos AA                  （A13） 

        LL+−= 3

6

1
sin AAA                                   (A14) 
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上の展開式は角度 A をラジアン(Rd)で表したときに成り立つ式である。 

角を表すのには日常的には度を使うが、数学ではラジアンを使う。ラジアンは、円弧と半

径の比、で表す。360°をラジアンで表せば、円の半径を r として 

  ππ
2

2
360 ==°

r

r
ラジアン(Rd)             (A15) 

これから 

  017453.0
360

2
1 ===° π

ラジアン(Rd)                  (A16) 

  １ラジアン＝ °=°
295.57

2

360

π
                           (A17) 

ラジアンを用いると、cos関数、sin 関数は周期 2πの周期関数である。 

(A13), (A14)の展開式を最初の項で近似した場合 

 AAAAAA ==−= tan,sin,
2

1
1cos 2          (A17) 

近似の度合いを表で確かめられたい。 

 

A (度) A(ラジアン) Asin  Acos  25.01 A−  

1 0.017453 0.017452 0.999848 0.999848 

2 0.034907 0.034899 0.999391 0.999391 

5 0.087266 0.087156 0.996195 0.996192 

10 0.174533 0.173648 0.984808 0.984769 
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付録 B 電磁波の複素数表示 

複素数について 

二次方程式 12 −=x の解である虚数根 1− を含む数を複素数という。虚数根 1− を i  

(imaginary の頭文字)と記すのが習わしである(電気関係の書では j と書くこともある)。複

素数ｃは一般に次のように表される。 ba, を実数として 

ibac +=  ただし、 1−=i              (B1) 

a  を複素数ｃの実数部(real part),b を虚数

部(imaginary part)と呼ぶ。複素数は平面上の

点で表すことができる。横軸(ｘ軸)を実軸、縦

軸(y 軸)を虚軸にとると、複素数ｃは座標

),( ba  の点で表され、図 B1 のようになる。点

P が複素数cをあらわす点である。 

複素数cの iを i− に変えた数を複素数cの共

役複素数といい、 *c で表す。 

ibac −=*              (B2) 

cの絶対値 c は、原点から P 点までの距離で、それを r と書くと、 

22* barcc +===                  (B3) 

実軸(x 軸)と OP のなす角θを複素数ｃの偏角といい、図より、 

a

b=θtan                                    (B4) 

である。複素数ｃは c と偏角θで表すことができる。(B1)式と図より、 

   )sin(cossincos θθθθ ircicc +=+=         (B5) 

複素数ｃで 0=b の場合、 ac = となり、ｃは実数になるから、実数は複素数に含まれる。

0=a の場合は ibc = となり、このときｃは純虚数であるという。 

複素数に関する四則演算は実数の場合と同じにしてよい。 12 −=i に注意して、 

2
2

2
2

12212121

22

11

2

1

1221212121

212121

)()(

)(

)(

)()(

)()(

ba

babaibbaa

iba

iba

c

c

babaibbaacc

bbiaacc

+
−−+=

+
+=

++−=⋅
±+±=±

      (B6) 

オイラーの公式 

θθθ sincos ie i +=                                     (B7) 

この公式を使えば、 θθ sin,cos rbra == であるから、複素数 *, cc は次のようにも書

 
図 B1 複素平面における複素数表示 

 

r 

θ 

b 

a O 実軸 

虚軸 θiribac e=+=
P 
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ける。 

     
θθθθ iiii reeccreecc −− ==== *,                     (B8) 

cの実数部、虚数部はcの前にそれぞれ )(Re partreal 、 )(Im partimaginary を付けて

表す。すなわち、 

     bcac == Im,Re                                  (B9) 

それゆえ、 

     cicc ImRe +=                     (B10) 

である。また、 

    
i

cc
c

cc
c

2
Im,

2
Re

∗−=∗+=                             (B11) 

       
i

eeee iiii

2
sin,

2
cos

θθθθ

θθ
−− −=+=                   (B12) 

等も明らかであろう。複素数の掛け算、割り算は 

    
)(

2

1

2

1)(
2121

2121 , θθθθ −+ == ii e
r

r

c

c
errcc             (B13) 

とも書ける。このように指数関数を使えば、複素数の演算は簡単になる。 

 

電磁波が )cos( δω +− kzt 、あるいは )sin( δω +− kzt のように時間と場所に対して正弦関

数で表せる問題を扱う場合は複素数表示を使うと問題が非常に簡単化される。 

電磁波の従う方程式(付録 F マックスウェル方程式参照)は係数が実数で、しかも線型微

分方程式なので、 ),(),,( 21 tgtg rr が方程式の２つの解であるとすると、 

21 gig +=ϕ  

もまた方程式の解になっている。逆に複素関数ϕ がマックスウェル方程式の解ならば

ϕϕ Im,Re もまたマックスウェル方程式の解となっている。全ての電磁現象はマックス

ウェル方程式に従うから、マックスウェル方程式の解として電磁波E が複素数で得られた

ならば、 ERe または EIm が実際の電磁波に対応するものとなる。  

電磁波が正弦関数で与えられる場合を考えよう。振動数 f で、ｚ方向に伝搬する電場、あ

るいは磁場が次のように表されるとする。 

)cos(),( 0 δω +−= kztAztA   
λ
π n

k
2

=        (B14) 

ここで fπω 2= は角振動数(ラジアン/s)、 f
c=λ は真空中での波長、nは角振動数ωにお

ける媒質の屈折率である。この場を複素数で 

   
δω ikzti eAAeAztA 00

)(
0 ,),( == −

                        (B15) 
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で表す。この様に複素数で電磁波を書いたとき、実際の電磁波はいつでもその実数部をと

ると約束するのである。明らかに(B16)式の実数部は(B14)式になっている。 

(B15)式のように電磁場を表すと、場の時間微分や場所の微分が簡単である。

xefxf β
0)( = を xで微分すると fef

xd

fd x ββ β == 0 であるから、 

    Aik
zd

dA
Ai

td

dA −== ,ω                                   (B16) 

となり、時間微分は ωi 、場所での微分はｚの係数 ik− を元の関数に掛けてやればよい。 

 吸収のある媒質中を光が伝搬する場合は、光強度 I は物質表面からの距離をｚとすると、 

     zeII α−= 0                                               (B17) 

と書ける(Beer の法則)。ここでαは吸収係数(単位は 1m − )である。光強度は電場の２乗に比

例するから電場は次のように表せる。 

     )
2

cos(2
0 δ

λ
πω

α

+−=
−

z
n

teEE
z

                          (B18) 

複素数表示では 

     
)

ˆ2
(

0

)
2

(
2

0

z
n

tiz
n

tiz
eEeeEE λ

πωδ
λ
πωα −+−−

==                   (B19) 

     κinn +=ˆ   (複素屈折率)                           (B20) 

この様に屈折率を複素数に置き換えれば、吸収のある場合でも同じ式(B15)で電場を表すこ

とができる。ここでκは消衰係数といわれ、吸収係数αとは 

     
λ

κπα 4=                                               (B21) 

の関係がある。この様に屈折率にも複素数表示を拡張すると上に述べたように光吸収があ

る場合も簡単に表すことができる。更に、誘電率ε は屈折率と 0
2εε n= の関係があるから

(付録 F、(F17)式参照)、誘電率にも複素数表示を拡張し、複素誘電率、複素屈折率をそれぞ

れ n̂,ε̂ とすると 

210
2ˆˆ εεεε in +==                                     (B22) 

となる。 

     

κ
ε
ε

κ
ε
ε

n

n

2
0

2

22

0

1

=

−=
                         (B23) 

である。複素誘電率 ε̂ の実部、虚部はそれぞれε (誘電率)、
ω
σ

に対応している(付録 F 参照)。

ここでσ (電気伝導度)は電流密度と電場を結ぶ量で、電流密度 Ej σ= で定義される量であ

る。 
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 透明媒質では吸収がないので、 2, εκ はゼロになり、 ε̂,n̂ は実数になる。 

 

複素数表示をするときの注意 

１） 電磁場のかけ算は出来ない。例えば、Re )( DE ⋅ は実数表示の )( DE ⋅ とは一致しな

い。 

２） 電磁波のエネルギーの流れ(ポインティングベクトル： EH × )、エネルギー密度

( DE ⋅ )等のような同じ振動数を持つ場の積の時間平均は次のように、どちらかの複素

共役をとり、その２分の１をとればよい。 A で時間平均をとる記号とすると 

   ( ) ( )** Re
2

1
Re

2

1
BABABA ⋅=⋅=⋅               (B24) 

１）は、 ba, を実数として、 τω =− kzt とおくと、(B14),(B15)式から 

  実数表示 

    )cos()cos()cos()cos( baba babaBA δτδτδτδτ +⋅+=+⋅+=⋅  

  複素数表示 

    )2cos()Re()(Re )()(
ba

ii baebeaBA ba δδτδτδτ ++=⋅=⋅ ++  

 となり、実数表示と複素数表示は一致しない。 

２）は、周期
ω
π2=T とし、１周期にわたって時間平均をとると、実数表示では 

    ∫ ++=⋅
T

ba tdba
T

BA
0

)cos()cos(
1 δτδτ  

        ( )( )dtab
T bb

T

aa δτδτδτδτ sinsincoscossinsincoscos
1

0
−−= ∫  

( )dtab
T

T

baba∫ +=
0

22 sinsinsincoscoscos
1 δδτδδτ  

( ) )cos(
2

sinsincoscos
2 bababa

abab δδδδδδ −=+=  

ここで、三角関数の公式(付録 A  (A12)、および(A9)式)を用い、 

02sin
2

11
sincos

1
2

1

2

2cos11
cos

1

0

00

2

==⋅

=+=

∫∫

∫∫

dtt
T

tdtt
T

dt
t

T
tdt

T
T

TT

ωωω

ωω
 

などを使った。 

複素数表示では片方だけ共役複素数をとると、 

    )cos(
2

)Re(
2

1
)Re(

2

1 )()(*
ab

ii ab
beaeBA ba δδδτδτ −=⋅=⋅ ++−

 

 となり、実数表示と一致する。 
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付録 C ベクトル 

 

X 軸、Y 軸、Z 軸の正の向きで大きさが 1 のベクトル(単位ベクトル)を zyx eee ,, とすると、

成分が zyx AAA ,, のベクトル A は 

( )zyxzzyyxx AAAAAA ,,=++= eeeA     (C1) 

と表わされる。この表示法を単位ベクトルに用いれ

ば、各単位ベクトルは、 

( ) ( ) ( )1,0,0,0,1,0,0,0,1 === zyx eee     (C2) 

となる。ベクトル A の大きさは次のようになる。       

 
222
zyx AAAA ++==A                  (C3) 

 

ベクトルの掛け算 

 2 つのベクトル A,B の掛け算には 2 種類ある。 

 スカラー積(内積) BA ⋅  

   zzyyxx BABABA ++=⋅ BA          (C4) 

 この定義から、 

,,,,1 zyxiii ==⋅ ee           (C5)  

0=⋅=⋅=⋅ xz eeeeee zyyx        (C6) 

A,B が作る平面を xy 平面にとり、x 軸を A の向きにとると、 

   yxx BBA eeBeA θθ sincos, +==  

これより 

   θcosAB=⋅ BA                      (C7)   

  と書くこともできる。   

,0,0 ≠≠ BA でかつ 0=⋅BA となるのは A と B が直交しているときである。 

 ベクトル積(外積) BA ×  

   ( ) ( ) ( ) zxyyxyzxxzxyzzy BABABABABABA eeeBA −+−+−=×    (C8) 

図 C2 2 つのベクトル 
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zyx

zyx

zyx

BBB

AAA

eee

=          (C9) 

最後の式は行列式で、第 1 行について展開する

と(C5)式が得られる(行列、行列式については

次ページの付録 F 参照)。定義から次式が得ら

れる。 

  ABBA ×−=×                  (C10) 

zyxiii ,,,0 ==× ee           (C11) 

yxzxzyzyx eeeeeeeee =×=×=× ,,   (C12) 

ベクトル積を図示したのが図 C3 である。ベクトル積 BA × はベクトル A,B が作る平面

に垂直で、向きは A から B へ右ねじを回転させたとき、ねじが進む向きである。また、ベ

クトル積の大きさは A,B の作る平行四辺形の面積に等しい。図から明らかなように

,0,0 ≠≠ BA でかつ 0=× BA となるのは A と B が平行のときである。 BA ⋅ はスカラー

量、 BA × はベクトル量であることに注意。 

次式が成り立つ。 

   )( B(ACA)(CBC)BA ×⋅=×⋅=×⋅               (C13) 

   B)C(AC)B(AC)BA ⋅−⋅=×× (                     (C14) 

  

図 C3 ベクトル積 
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付録 D 行列と行列式 

 m行n列の行列 A
~

(特に行数と列数を強調したいときは ),( nm 行列 A
~
と記す)は nm⋅ 個の

数 ),,2,1,,,2,1( nkmiaik LL == を次のように長方形に配列したものである。ここで ika

を行列の元素という。 

  





















≡

mnm

n

aa

aa

aaa

A

L

M

L

L

1

2221

11211

~
                   (D1)  

この行列を簡単に表すのにここでは文字の上に波を付けた A
~
で表すことにする。また、行

列の元素を使って 

[ ]ikaA =~
                (D2)  

等と記すこともある。行列 A
~
において、上から数えて第 i

番目の行を第 i行といい、左から数えて第 k 番目の列を第

k 列という。第 i行、第 k 列の元素を ika と書くのである。

例えば、左図の行列で第 2 行第 3 列の元素 23a は 2 である。 

 行と列の数が等しい行列を正方行列といい、その行数

(あるいは列数)nをその正方行列の次数という。 

 行、または列の数が１である行列をベクトルという。これはこれまでも特に断らずに使っ

てきた。すなわち、 

   ( )zyx EEE ,,=E  あるいは 

















=

z

y

x

E

E

E

E          (D3)  

などである。 

行列の和 

 ともにm行n列の行列 BA
~

,
~

の和は 

   



















+
++

+++

=+

M

L

3131

22222121

131312121111

~~
ba

baba

bababa

BA         (D4)  

で定義される。すなわち、各々の行列の同行、同列の元素の和をとるのである。それ故、下

記のように書いてもよい。 
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   [ ]ikik baBA +=+ ~~
                (D5)  

行列の元素をすべてc倍( cは数)したものを元素とする行列をcと A
~
とのスカラー積といい、

これを Ac
~
とかく。例えば、３行３列の行列ならば、 

   [ ]
















==

333231

232221

131211
~

cacaca

cacaca

cacaca

caAc ik           (D6)  

行列の積： A
~

 を ),( nm 行列、 B
~
を ),( ln 行列とした時、行列の積 BA

~~
は 

   







= ∑

=

n

j
jkijbaBA

1

~~
                  (D7)  

で定義する。すなわち、積 BA
~~
の ),( ki 元素は行列 A

~
の第 i行の元素と行列 B

~
の第 k 列の元

素とを番号順に掛け合わせたものの和である。この積の定義から明らかのように A
~
の列の

数と B
~
の行の数は同数でなければならない。この場合はnがその数である。なお、２つの行

列が同じ次数の正方行列であっても一般には ABBA
~~~~ ≠ であり、掛け算の順序は重要である。 

単位行列： 

 n次正方行列の左上から右下への対角線上にある元素 nnaaa ,,, 2211 L を対角元素といい、

対角元素以外の元素がすべて 0 であるような行列を対角行列という。さらに、対角行列で

かつ対角行列の元素がすべて 1 である行列を単位行列という。単位行列は E
~
で表すことに

する。二次、三次単位行列は次のようになる。 

   二次単位行列： 







=

10

01~
E   三次単位行列：

















=
100

010

001
~
E   (D8) 

A
~
をn次行列、 E

~
をn次単位行列とすると、次式が成り立つ。 

   AAEEA
~~~~~ ==                         (D9)  

逆行列： 

EXA
~~~ =  

を満足する行列 X
~
を行列 A

~
の逆行列といい、 1~−A と書く。 

  EAA
~~~ 1 =−                           (D10)  

 上の式に左から 1~−A を掛けると右辺は 1~−A となり、左辺は 

   11111 ~~
)

~~
(

~~~ −−−−− == AAAAAAA  EAA
~~~ 1 =∴ −            (D11)  



 48

この結果から、 1~−A の逆行列は A
~
であることがわかる。また、(D10),(D11)式から、行列に

その逆行列を左から掛けても、右から掛けても単位行列が得られることも分かる。 

 

行列式 

 行列式は次の形で書く、 

 A
~
 または ika  または

mnm

n

aa

aa

aaa

L

M

L

L

1

2221

11211

         (D12)  

いずれも同じ意味で使う。ｎ次行列の行列式をｎ次行列式という。本書では 2 次と 3 次の

行列式のみを扱うので、その表示は簡単である。 

n=2 の場合 

 21122211
2221

1211 aaaa
aa

aa
−=                    (D13)  

である。左上から右下への対角元素の積 2211aa と右上から左下への元素の積 2112aa の符号

を変えたものの和である。 

n=3 の場合 

( )312213332112233211122331133221332211

333231

232221

131211

aaaaaaaaaaaaaaaaaa

aaa

aaa

aaa

++−++=  

(D14)  

である。3 次の場合は図のように左上から右下への 3 つの

元素の積はそのままの符号で、右上から左下への 3 つの元

素の積はマイナス符号をつけて加えたものである。 

クラマー(Cramer)の公式 

 連立一次方程式 

    

3333232131

2323222121

1313212111

bxaxaxa

bxaxaxa

bxaxaxa

=++
=++
=++

       (D15) 

この連立 1 次方程式は行列の積として表せる。紙面のスペース上、3 行 1 列のベクトルを

),,(),,,( 321321 bbbxxx == bx と書けば、(D15)式は  

     bx =⋅A
~

                     (D16)  
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 とも表せる。 

 この方程式は 0
~ ≠A のとき、ただ 1 つの解を持ち、その解は 

    3,2,1,~

~

== k
A

A
x

k

k                  (D17)  

で与えられる。ただし、行列 kA
~

は行列 A
~
の第ｋ列の元素 ika を ib で置き換えた行列である

(Cramer の公式)。 

 この公式から次のことが言える。同次連立一次方程式(すなわち、 3,2,1,0 == ibi のと

き)では行列 kA
~

の第 k 列がすべて０なので、行列式 0
~ =kA となる。これにより 0

~ ≠A な

らば kx は全て 0 になる。逆に０以外の解があるための条件は 0
~ =A である。 

 

固有(電場)ベクトルの直交性 

 行列要素間に *)( kiik aa = の関係がある行列をエルミート行列という。この定義により

エルミート行列は正方行列である。また、エルミート行列の対角元素 iia は実数である。3

次のエルミート行列を具体的に書くと、 ikik cb , を実数として 

   
















−−
+−
++

=

3323231313

2323221212

1313121211
~

bicbicb

icbbicb

icbicbb

A                       (D18) 

である。エルミート行列の例としては誘電率テンソルε~ (第 5 章(5.7)式)、屈折率に関する

行列(第 5 章、(5.21)式の係数)や磁場が印加された場合の誘電率(第 8 章、(8.54)式)などが

その例である。 

 エルミート行列 [ ]ikaA =~
に対して 

   xxx λλ == EA
~~

                                                  (D19) 

を満足する数 λ 及び列ベクトル 0≠x が存在するとき、λを A
~
の固有値、 x を固有値λに

対する固有ベクトルという。なお、(D19)式で右辺の xE
~λ では E

~
を省略して xλ と書くこと

が多い。本書でもこの記法に従っている。行列 A
~
が誘電率テンソルε~ の場合、固有値は

2
0 ii nεελ == で、この屈折率 in に対する固有ベクトルが固有電場ベクトル iE であった。

3 個の固有電場ベクトルの方向を新座標軸に選ぶと、その新座標系ではε~は対角元素のみ

になり、(5.18)式になる。 
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ベクトル x を行列に左から掛けるときは、ベクトル x は１行 n 列の行ベクトルとする。

ベクトル x の大きさは、この記述法によれば、 

xxx ⋅= *
2

                       (D20)  

と書ける。さて、行列 A
~
がエルミート行列で、(D1９)式が成り立つとき、エルミート行列

の定義により元素間に *)( kiik aa = の関係があるから、 

 xxx λλ == EA*
~

                     (D21)  

両辺の複素共役をとり、右から x をかけると、 AA
~

*)*
~

( = だから 

   xxxxxxxx ***
~

***)
~

( λλ === AA            (D22)  

右辺最後の式は(D21)式の右辺 *)( xλ にｘをかけたものである。これより、 λλ =* である

から、エルミート行列の固有値は実数であることがわかる。 

 固有値 iλ に対応する固有ベクトルを )3,2,1( =iix とする( ix は x の i成分ではなく、ベ

クトル x を区別するための添え字である。 ix と ix との違いに注意)。(D19)式や(D21)式

を使うと、 kj λλ ≠ のとき 

  0
~

***)
~

(***)( =−=−=− kjkjkkjkjjkjkj AA xxxxxxxxxx λλλλ  

ここで AA
~

*)*
~

( = を使った。上の式より、違った固有値を持つ固有ベクトルは直交すると

結論される。すなわち、 

   kjkj λλ ≠= 0* xx                    (D23)  

屈折率と電場を求める第 5 章の(5.21)式は上で述べてきた事柄がそのまま適用できる。

(5.21)式を解いて得られる固有値(屈折率 2
in )に対応する固有電場ベクトル iE は互いに直交

することが結論される。(5.28)式で与えられる電場で、 )3,2,1( == inn i と置いて得られ

る電場は互いに直交するのである。 

 


