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4.3 屈折率の異方性 
 前回では光を伝える媒質が立方対称性を持つか、ガラスや液体のように均一な場合につ

いて考察した。ここでは媒質が立方対称性を持たない場合、屈折率（誘電率）は方向によ

って異なる、いわゆる、異方性を持つことを示す。 
異方性が起こる理由を考えるのが目的であるので、きわめて単純化したモデルでこれを

示す。図のように z 方向にはｂの間隔で、ｘ方向には a の間隔で同一原子が並んでいる格

子のなかで、中心原子Ｐを囲む 4 個の原子のみを考える。それら 4 個の原子が中心原子に

及ぼす電場が外部電場の方向によって異なること、すなわ

ち、局所場の大きさが、外部電場の方向によって異なるこ

とを示すことによって誘電率(屈折率)の異方性を示す。 
光による電場Ｅがかかったとき、原子には電気双極子モ

ーメントｍが誘起される。これらの双極子が中心原子Ｐに

つくる電場を求める。この電場と外部から印加した電場 E
によって双極子モーメントは発生するのであるが、ここで

は外部電場によって双極子が発生し、その双極子による局

所場は二次の効果として原子分極にはたらくとする。これ

は外部電場に比べて原子分極によって発生する電場が小

さいとする近似である。 
 電気双極子が r 離れた点に作る電場は前回の式(4.7)で
述べたように、 
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と書ける。双極子を含む面内で、双極子から半径Ｒの円上の点

における電場をベクトルで表したのが図 2 である。双極子の延

長線上にある上下の２点の電場の大きさは、(4.7)’から 3
04

2
R

m
πε

、

双極子に垂直な、左右の２点では 3
04 R

m
πε

となり、延長線

上の電場の半分で向きは反対である。 
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図5-1 原子分極がP点につ

くる電場は外部電場の向

きによって異なる。 

図5-2 双極子モーメントが

球面上につくる電場 
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 図 1(a)のｚ軸上にある 2 つの双極子がＰ点に作る電場はｚ方向で大きさ 2
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軸上にある 2 つの双極子が作る電場はｚのマイナス方向で 2
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となるので、4 個の

双極子が中心原子に作用する電場は外部電場Ｅと同じ方向で、 
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である。中心原子はこの電場と外部電場によって分極を起こす。 
 ｘ方向に外部電場をかけた場合（図 1(ｂ)）についても（a）と同様に計算すると、4 個の

双極子から受ける電場はやはり外部電場と同じ方向で、 
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となる。 
いま、 ab < 、すなわち、ｚ軸方向により密に原子が配列しているとすると、 

00 xz EE >  ただし、 ab <                 (4.26) 
となる。外部からｚ方向に電場をかけた場合の方が、ｘ方向にかけた場合よりも、原子が

感ずる局所場は大きくなり、誘起される原子電気双極子も大きくなる。結果としてこれら

の原子分極の和である分極 P も大きくなる。 

zzzzz EPED εε =+= 0  xxx ED ε=            (4.27) 

で定義されるｚ方向に電場が印加された場合の誘電率 )( 0
2 εε zz n= が xε よりも大きくなり、

誘電率、あるいは屈折率に異方性が生じるのである。 
次に単斜晶系や三斜晶系の結晶に見られるような、原

子がｚ軸からγだけずれている場合を考えてみよう(図
3)。図１のモデルと同様に中心原子Ｐの周りの 4 個の原

子がＰ点に作る電場を考える。ｚ方向に電場がかかった

場合、ｚ軸からγだけずれた上下の原子分極が P 点に

つくる電場は図２のほぼ同じ角度ずれた点の電場であ

るから、電場はほぼ両点を結ぶ方向にあって、ｚ方向か

らはずれている。すなわち、外部電場がｚ方向にかかっ

たとき、原子分極によって発生するＰ点における電場は

ｘ成分を持っている。一方、図３の a だけ離れてある原

子分極がつくる電場は図１の場合と同じく、ｚのマイナ

ス方向を向いている。このことから外部電場がｚ方向に

かかったとき、P 点にある原子が感ずる局所場はｚ成分

ばかりでなく、ｘ成分も持つ。それ故、その局所場によって誘起される原子分極もｘ成分
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図 5-3 原子がｚ軸からずれ

た点にある場合に原子分極

が P 点につくる電場 



を持つのでそれらの和である電気分極Ｐもｘ成分を持つことになり、 
    PED += 0ε  

で定義される電気変位Ｄは外部電場 zEE = に対して xD を持つ。分極Ｐは外部電場に比例

するので、 xD は zE に比例する。式で書けば、 zxzx ED ε= となる。一般には、ｙ方向につ

いても同じことが起こるので、 

     zzzzzyzyzxzx EDEDED εεε === ,,           (4.28) 

のようになる。 
これまでは格子を構成する粒子として方向性を持たない原子を考えてきたが、一般には、

物質は異方性を持つ分子を基本粒子として構成されているので分極 P も外部電場 E の方向

によって違った値と方向を持つ。E を任意の方向を取ると、 ),,( zyx EEE=E に対して 
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のようになり、誘電率ε はテンソル量ε~で、9 個の定数(実際は同じ値をとるものがあるの

で最大でも 6 個である)で表される。しかし、結晶に対して適当な座標軸を選ぶと（29）で

表される誘電率はいつでも３つの定数 zyx εεε ,, で、 

zzz

yyy

xxx

ED

ED
ED

ε

ε
ε

=

=
=

                                              (4.30) 

と表すことができる。誘電率(屈折率)の異方性と偏光については次回の結晶光学の項で述べ

る。 
 
4.4 屈折率の分散（ローレンツ模型） 
 屈折率、あるいは誘電率が光の振動数（波長）によってその値が変わることを分散があ

るという。この分散の原因は原子分極の大きさが振動数に依存することによる。ここで分

散について考えてみよう。 
前回(No.4)の図 4-1 で示したように外部電場がかかると電子系の中心は正電荷の位置か

らずれる。原子をモデルとして考えれば、原子殻は重いので動かないとすると平衡からず

れるのは電子であり、そのずれをここではr で表すことにする。外場に対する原子の応答は

rq の電気双極子で表される。q は電子の電荷量である。 



 質量m 、電荷 q の粒子（電子）が平衡点からr ずれたとき、もし外部電場がなければ平

衡点に戻るはずであるから、平衡点からずれると平衡点に戻ろうとする力（復元力という）

がはたらく。復元力はずれが大きければそれだけ大きくなるはずであるから、ずれの大き

さに比例する。この力を r2
0ωm− とする。復元力の比例定数を

2
0ωm とおいたのは計算に

便利であるからであるが、このように置くと双極子が固有振動数 0ω で振動していることを

示している。運動方程式（質量Ｘ加速度＝物体にかかる力）から、電子のずれｒに対して

次式が成り立つ。 
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            (4-31) 

ここで、右辺第２項は電子が周囲から受ける摩擦力で、それは電子の速度に比例するとし

た。Γ は比例定数である。第３項は光の電場から電子が受ける力で、その電場は原子が受

ける局所場 locE なので前項で述べたように光の電場と原子が分極したことによって発生し

た電場との和である。 
 光の波長に比べて原子の大きさや格子間隔は小さい。例えば、可視光の波長 500nm（青

緑）に対して原子の大きさは 0.1～1nm、格子間隔（格子定数）もせいぜい 1nm のオーダ

ーである。この様な波長の光では原子は場所に寄らない一様な電場として良いので、外部

電場を 
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荷電粒子はこの電場によって強制振動させられるから、 

tie ω−= 0rr                        

とおける（電場などの複素数表示については付録参照）。これ以外の項は摩擦項のために時

間の経過と共に減衰してしまう。これらを(31)に代入してｒについて解くと、 
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電場のために平衡点からずれた量がｒであるから mr =q が電場によって誘起された原子

分極となる。 
 原子分極率αはこの電気双極子と locE を結ぶ量で式(4.17)、すなわち、 
     locEm α=  
であるから、 

     
)(

1
22

0

2

ωΓωω
α

im
q

−−
⋅=  

固有振動数は一つしか存在しないとしてきたが、一般には一つの原子、あるいは分子にも



多くの固有振動がある。その固有振動数を kω とすると、 
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              (4.34) 

kf は固有振動数 kω を持つ振動電子が原子分極に寄与する割合を示すもので、単位体積中に

Ｎ個の電子があるとすれば、N kf は固有振動数 kω を持つ電子数と解釈される。 kf は振動

子強度とよばれ、定義から 

     1=∑
k

kf                       (4.35) 

となるが、実際、この等式が成り立つことは量子論で証明されている。 
「量子論では固有振動数 kω は電子のエネルギー準位間のエネルギー差

1)( −−= hjiji EEω に対応している。この遷移が光子の吸収で起こるとき、光の吸収率

は kf 、ここでは jif と書くべきだが、に比例する。また、 kω は飛び飛びの値と考えて

きたが、半導体などのように電子のエネルギー準位が連続的に広がっている場合（バン

ド）には kω はバンド間遷移エネルギーになり、連続的な値をとる。光学材料になるよ

うな物質では電子の固有振動は可視や紫外領域にある。分子振動や結晶の格子振動の固

有振動は赤外領域にあるが、この様な振動に対しても(35)は適用できる。そのときは当

然、 mq, は電子のそれとは違った値になる。しかし、分子振動や格子振動は質量が大

きいので可視光のような速い振動にはついて行けないのでこの様な振動数の光に対し

ては分子振動や格子振動は無視して良い。 
以上のような読み替えを行えば、ここで扱っている古典的な双極子モデルによる現象

論で得られる結果は量子論で得られる結果と同じである。」 
 

分母の虚数項について： この項は(31)で指摘したように摩擦による項である。それは電磁

波のエネルギーがジュール熱となって消滅する項で、光の吸収に相当する項である。吸収

のない、透明領域に話を限るのであれば、この項は小さいとして無視することができる。

以下ではΓ＝０として吸収項を無視する。 
 原子分極率αと屈折率とは Lorentz-Lorenz の公式（No.4 式(4.21)）によって次のような

関係になっている。 
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希薄な媒質で 1≈n のとき、 
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ｎが１に近似できない、密な物質でも以下のようにすれば似た式が得られる。(36)の初めの

等式から 
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が得られる。ここで、αが
122 )( −− ωωk の形の項の和となっているので、 )1( 2 −n は

122 )( −− ωωk の形に展開できるであろう。 
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この式は kωω = で発散するから、この値で(38)の分母が０になるはずである。すなわち、 kω
を 
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の解にとれば、(39)の展開がえられる。ただし、(37)とは異なり、 kω の物理的意味は薄れ

る。すぐ後で示すように、 kk ωρ , はパラメータとして扱われ、実験結果に合うように選ば

れるのが普通である。 
結論：屈折率の分散は(37)あるいは(39)であらわされる。 
 

 (37)､(39)をもう少し使い易い近似式が幾つか提案されている。その一例を示す。 
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kλ が紫外域にある場合で、可視光領域を主に問題にする場合には他の共鳴波長 kλ の項をま

とめて A とおくと 

2
0

2
2
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BAn                     (4.40) 

と近似できる。(37)､(39)､(40)式は Sellmeir の分散式とよばれている。A、B、 0λ はパラメ

ータで、いくつかの波長で屈折率が求まっているとき、他の波長での屈折率を推定するの

に用いられる。なお、この他にも(39)を元にいろいろな近似式が提案されている。 
Sellmeir の分散式の例として、二酸化チタン（TiO2、ルチル形）の透明領域(0.4～1.5μ

m)の屈折率を示す。 cE ⊥ ( )// cE 偏光の屈折率 ⊥n ( //n )は次式で∓0.004 の範囲で実測値と

一致している。１) 
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波長λの単位はμm である。この式では共鳴吸収は 280~290nm の紫外域にある。実際反

射測定からは 300nm にピークを持つ吸収帯が得られている。２） 

 

 

1) J. R. Devore, J. Opt. Soc. Am., 41, 416 (1951) 
2) K. Vos and H.J. Krusemeyer, J. Phys. C, 10, 3893 (1977) 
 
付録：電磁波の複素数表示 

 電磁波が )2cos(
0

tzn ω
λ
π

− 、あるいは )2sin(
0

tzn ω
λ
π

−

のように時間と場所に対して正弦関数で表せる問題を扱

う場合は複素数表示を使うと問題が非常に簡単化される。 

 複素数C は ba, を実数、 1−=i としたとき、 

     biaC +=             (A1) 
で表される。横軸を実数、縦軸を虚数軸にとる複素平面で

この複素数を図示すると図５のようになる。複素数の i を

図 5.4 二酸化チタン（TiO2 ルチル）の屈折率。Sellmeir の分散式(41)で与えら

れる屈折率(図)は∓0.004 の範囲で測定値と一致している(0.4～1.5μm)。

⊥n ( //n )はｃ軸に垂直(平行)偏光に対する屈折率である。 
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図 5.5 複素平面による複素

数の表示 



i− に変えた数を複素数C の共役複素数といい、 *C で表す。 
     ibaC −=*                                (A2) 

C の絶対値は原点からC 点までの距離で、それを C と書く。 

     
22* baCC +==                               (A3) 

θθθ sincos iei += の関係があるので、この関係を使うと、図から 

     
θθ ii eCCeCC −== *,                           (A4) 

と書くこともできる。 
C の実数部、虚数部はC の前にそれぞれ )(Re partreal 、 )(Im partimaginary を付け

て表す。すなわち、 
     bCaC == Im,Re                                (A5) 

 
 電磁波の従う方程式（Maxwell 方程式、末尾参照）は係数が実数でしかも線型微分方程

式であるので、 ),(),,( tgtf rr がこの方程式の２つの解であるとすると、 
gif +=ϕ  

もまた方程式の解になっている。逆に複素関数 ϕ が Maxwell 方程式の解ならば

ϕϕ Im,Re もまた Maxwell 方程式の解となっている。全ての電磁現象は Maxwell 方程式

に従うから、Maxwell 方程式の解として電磁波E が複素数で得られたならば、 ERe または

EIm が実在する電磁波に対応するものとなる。  
電磁波が正弦関数で与えられる場合を考えよう。電場、あるいは磁場が次のように表さ

れるとする。 

   )cos(),( 0 δφ += Azta                 (A6) 

     但し、 tzn ω
λ
πφ −=

0

2
                                (A7) 

ここで νπω 2= は角振動数（ラジアン）、 n,0λ は真空中での波長とその波長における屈

折率である。この場を複素数で 

   
δφ ii eAAeAztA 000 ,),( ==                          (A8) 

と表す。この様に複素数で電磁波を書いたとき、実際の電磁波はいつでもその実数部をと

ると約束するのである。明らかに（A8）の実数部は（A6）になっている。 

（A8）のように電磁場を表すと、時間や場所の微分が簡単である。
xefxf β

0)( = をｘで



微分すると fef
xd
fd x ββ β == 0 であるから、 
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となり、時間微分は ωi− 、場所での微分はｚの係数
0

2
λ
π ni を元の関数に掛けてやればよい。 

 吸収のある物質中を光が伝搬する場合は、光強度 I は物質表面からの距離をｚとすると、 

     
zeII α−= 0                                           (A9) 

と書ける（Beer の法則）。ここでαは吸収係数（単位は
1−m ）である。光強度は電場の２乗

に比例するから、吸収のある媒質中を進行する光の電場は次のように表せる。 
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複素数表示では 
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     κinn +=~   （複素屈折率）＃）                      (A12) 
この様に屈折率を複素数に置き換えれば、吸収のある場合でも同じ式(A8)で電場を表すこと

ができる。ここでκは消衰係数といわれ、吸収係数αとは 

     
0

4
λ

κπα =                                           (A13) 

の関係がある。この様に屈折率にも複素数表示を拡張すると上に述べたように光吸収があ

る場合も簡単に表すことができる。更に、誘電率ε は屈折率と 0
2εn の関係があるから、誘

電率にも複素数表示を拡張すれば、 

     210
2~~ εεεε in +==                                  (A14) 

となる。 
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                  (A15) 

＃）同じ電場を )cos( δω +− qzt と表すことも出来る。この場合は κinn −=~ 、 21
~ εεε i−=

となり、また、円偏光などの表示も変わるので注意が必要である。ここでは位相を )( tqz ω−

にとることにする。 



である。複素誘電率ε~の実部、虚部はそれぞれε 、（誘電率）、
ω
σ

に対応している。ここでσ

（電気伝導度）は電流密度と電場を結ぶ量で、電流密度 Ej σ= で定義される量である。 
 透明物質では吸収がないので、 2, εκ はゼロになり、 ε~,~n は実数になる。 
 
複素数表示をするときの注意 
１） 電磁場のかけ算は出来ない。例えば、Re )( DE ⋅ は実数表示の )( DE ⋅ とは一致しな

い。 
２） 電磁波のエネルギーの流れ（ポインティングベクトル： EH × ）、エネルギー密度

（ DE ⋅ ）等のような同じ振動数を持つ場の積の時間平均は次のように、どちらかの

複素共役をとり、その２分の１をとればよい。 

  ( ) ( )** Re
2
1Re

2
1 BABABA ⋅=⋅=⋅  

１）は、 ba, を実数として、 
 実数表示 
    )cos()cos()cos()cos( baba babaBA δφδφδφδφ +⋅+=+⋅+=⋅  
 複素数表示 

    )2cos()Re()(Re )()(
ba

ii baebeaBA ba δδφδφδφ ++=⋅=⋅ ++  

 となり、実数表示と複素数表示は一致しない。 

２）は、周期
ω
π2

=T とし、１周期にわたって時間平均をとると、実数表示では 

    ∫ −=++=⋅
T

baba
abtdba

T
BA

0
)cos(

2
)cos()cos(1 δδδφδφ  

 複素数表示では片方だけ共役複素数をとると、 

    )cos(
2

)Re(
2
1)Re(

2
1 )()(*

ab
ii abbeaeBA ba δδδφδφ −=⋅=⋅ ++−  

 となり、実数表示と一致する。 
 

Maxwell 方程式 
 電磁現象に現れる電場、磁場などは全て下記の Maxwell 方程式を満足する。誘電率と透磁

率が媒体の特性を表す量である。 

     
t∂

∂
+=×∇

DjH  

     
t∂

∂
−=×∇

BE  



     0=⋅∇ B  
     ρ=⋅∇ D  
     ED ε=     ε ：誘電率 
     HB µ=    µ ：透磁率 

 D  ：電気変位（電束密度）、 E ：電場（の強さ） 
 B ：磁束密度、       H：磁場（の強さ） 
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